
4.1 Ñðàâíåíèÿ îò ïðîèçâîëíà ñòåïåí ñ

åäíî íåèçâåñòíî. Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ.

Òåîðåìà íà Óèëñúí

Íåêà f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an å ïîëèíîì ñ öåëè
êîåôèöèåíòè è m > 1 å öÿëî ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Àêî c å öÿëî ÷èñëî, çà êîåòî f(c) ≡ 0 (mod m),
òî ùå êàçâàìå, ÷å c å óäîâëåòâîðÿâà ñðàâíåíèåòî

(4.1) f(x) ≡ 0 (mod m).

ßñíî å, ÷å àêî ÷èñëîòî c óäîâëåòâîðÿâà (4.1), òî âñÿêî ÷èñëî x0, êî-
åòî å ñðàâíèìî ñ c ïî ìîäóë m ñúùî ãî óäîâëåòâîðÿâà. Òîâà ñëåäâà îò
îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ñðàâíåíèÿòà. Ñëåäîâàòåëíî, ñðàâíåíèåòî (4.1) ñå
óäîâëåòâîðÿâà îò âñÿêî x, çà êîåòî x ≡ c (mod m). Â òîçè ñëó÷àé ðåøå-
íèå íà (4.1) ùå íàðè÷àìå êëàñúò ñ ïðåäñòàâèòåë c, êîåòî ùå çàïèñâàìå

x ≡ c (mod m).

Ðàçëè÷íèòå ðåøåíèÿ íà (4.1) ñà ðàçëè÷íèòå êëàñîâå ïî ìîäóë m, åëå-
ìåíòèòå íà êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò (4.1).

Àêî a0 6≡ 0 (mod m), òî ñðàâíåíèåòî (4.1) èìà ñòåïåí n.
Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Àêî h(x) è q(x) ñà äâà ïîëèíîìà îò åäíà è ñú-

ùà ñòåïåí, òî ñðàâíåíèåòî h(x) ≡ q(x) (mod m) îçíà÷àâà, ÷å êîåôèöèåí-
òèòå ïðåä ðàâíèòå ñòåïåíè íà x â ïîëèíîìèòå h(x) è q(x) ñà ñðàâíèìè ïî
ìîäóëm. Òîãàâà çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî a å èçïúëíåíî h(a) ≡ q(a) (mod m).

Ëåìà 4.1.1. Àêî ÷èñëîòî c óäîâëåòâîðÿâà ñðàâíåíèåòî îò n-òà ñòå-
ïåí

f(x) ≡ 0 (mod m),

òî ñúùåñòâóâà òàêúâ ïîëèíîì g(x) îò (n− 1)-âà ñòåïåí, ÷å

f(x) ≡ (x− c)g(x) (mod m).

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçäåëÿìå ïîëèíîìà f(x) íà x− c è ïîëó÷àâàìå

f(x) = (x− c)g(x) + r,

êúäåòî r = f(c).
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ßñíî å, ÷å g(x) å ïîëèíîì îò (n−1)-âà ñòåïåí. Òúé êàòî c å ðåøåíèå
íà ñðàâíåíèåòî (4.1), òî f(c) ≡ 0 (mod m), ò.å. r ≡ 0 (mod m).

Òîãàâà
f(x) ≡ (x− c)g(x) (mod m).

�

Òåîðåìà 4.1.2(Ëàãðàíæ). Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

å ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè, êúäåòî p - a0. Òîãàâà ñðàâíåíèåòî

(4.2) f(x) ≡ 0 (mod p)

èìà íàé-ìíîãî n ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. (4.2) èìà ïîâå÷å îò
n ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ è íåêà c1, c2, . . . , cn, cn+1 ñà òàêèâà ðåøåíèÿ, ò.å.
ci 6≡ cj (mod p) ïðè i 6= j. Ñúãëàñíî Ëåìà 4.1.1 å èçïúëíåíî ñðàâíåíèåòî

(4.3) f(x) ≡ (x− c1)f1(x) (mod p),

êúäåòî f1(x) å ïîëèíîì îò n− 1-âà ñòåïåí. Òîãàâà

f(c2) ≡ (c2 − c1)f1(c2) (mod p).

Íî f(c2) ≡ 0 (mod p), çàùîòî c2 å ðåøåíèå íà (4.2). Ñëåäîâàòåëíî

(c2 − c1)f1(c2) ≡ 0 (mod p).

Òúé êàòî p - c2 − c1 (èìàìå ci 6≡ cj (mod p)), òî p | f1(c2), ò.å.

f1(c2) ≡ 0 (mod p).

Ñëåäîâàòåëíî c2 å ðåøåíèå íà ñðàâíåíèåòî

f1(x) ≡ 0 (mod p).

Ïðèëàãàéêè îòíîâî ëåìàòà ïîëó÷àâàìå

(4.4) f1(x) ≡ (x− c2)f2(x) (mod p).

Çàìåñòâàìå f1(x) â (4.3) ñ ïîëèíîìà ïîëó÷åí â (4.4) è ïîëó÷àâàìå

f(x) ≡ (x− c1)(x− c2)f2(x) (mod p),
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êúäåòî f2(x) å ïîëèíîì îò (n− 2)-ðà ñòåïåí.
Ïî òîçè íà÷èí ñëåä n-òàòà ñòúïêà ùå ïîëó÷èì

(4.5) f(x) ≡ a0(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn) (mod p).

×èñëîòî cn+1 å ðåøåíèå íà (4.2), ò.å. f(cn+1) ≡ 0 (mod p). Çàìåñò-
âàìå cn+1 â (4.5) è ïîëó÷àâàìå

f(cn+1) ≡ a0(cn+1 − c1)(cn+1 − c2) . . . (cn+1 − cn) (mod p)

èëè
a0(cn+1 − c1)(cn+1 − c2) . . . (cn+1 − cn) ≡ 0 (mod p).

Òúé êàòî p å ïðîñòî ÷èñëî, òî ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 1.4.6, ÷èñëîòî p
ùå äåëè ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà a0, cn+1−c1, cn+1−c2, . . . , cn+1−cn. Òàêà
äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ íàïðàâåíîòî äîïóñêàíå. �

Çàáåëåæêà: Óñëîâèåòî ìîäóëúò â ñðàâíåíèåòî (4.2) äà å ïðîñòî ÷èñ-
ëî å ñúùåñòâåíî. Íàïðèìåð ñðàâíåíèåòî

x2 − 1 ≡ 0 (mod 12)

èìà ÷åòèðè ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ

x ≡ ±1 (mod 12), x ≡ ±5 (mod 12).

Âúïðîñúò çà áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà ñðàâíåíèÿ ïðè ñúñòàâåí ìîäóë å
äîñòà ïî-ñëîæåí è íÿìà äà ñå ñïèðàìå íà íåãî.

Ùå ïðèëîæèì Òåîðåìà 4.1.2, çà äà äîêàæåì èçâåñòíàòà òåîðåìà íà
Óèëñúí.

Òåîðåìà 4.1.3(Óèëñúí). Åñòåñòâåíîòî ÷èñëî p > 1 å ïðîñòî òîãà-
âà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å â ñèëà ñðàâíåíèåòî

(4.6) (p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî ùå äîêàæåì äîñòàòú÷íîñòòà íà óñëîâèåòî
íà òåîðåìàòà. Íåêà å èçïúëíåíî ñðàâíåíèåòî (4.6) è d < p å ïðîèçâîëåí
ïîëîæèòåëåí äåëèòåë íà ÷èñëîòî p. Òîãàâà d ó÷àñòâà êàòî ìíîæèòåë è
â ÷èñëîòî

(p− 1)! = 1 · 2 · · · · · (p− 2) · (p− 1),

ò.å. d | (p − 1)!. Òúé êàòî d | p, òî d | ((p− 1)! + 1) è ñëåäîâàòåëíî d | 1.
Òîãàâà d = 1, ò.å. p å ïðîñòî ÷èñëî.
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Ñåãà ùå äîêàæåì íåîáõîäèìîñòòà. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî. Àêî p = 2,
òî å èçïúëíåíî ñðàâíåíèåòî (2− 1)! + 1 = 2 ≡ 0 (mod 2).

Íåêà p > 2, ò.å. p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî. Äà ðàçãëåäàìå ñðàâíåíèåòî
xp−1 ≡ 1 (mod p) èëè

xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p).

Ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Ôåðìà-Îéëåð, ÷èñëàòà 1, 2, . . . , p − 1 ñà
p− 1 íà áðîé ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà ñðàâíåíèåòî (4.1). Îò Òåîðåìàòà íà
Ëàãðàíæ ñëåäâà îùå, ÷å òîâà ñà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñðàâíåíèåòî. Òîãàâà
îò Ëåìà 4.1.1 èìàìå ÷å:

xp−1 − 1 ≡ (x− 1) · (x− 2) · · · [x− (p− 1)] (mod p).

Â òîâà ñðàâíåíèå ïîëàãàìå x = 0 è ïîëó÷àâàìå:

−1 ≡ (−1) · (−2) · · · [−(p− 1)] (mod p), ò.å.

−1 ≡ (−1)p−1 · 1 · 2 · · · (p− 1) (mod p).

Òúé êàòî p− 1 å ÷åòíî ÷èñëî, òî (−1)p−1 = 1 è ïîëó÷àâàìå

−1 ≡ 1 · 2 · · · (p− 1) (mod p), ò.å. (p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

�

Çàäà÷è

4.1.1. Íàìåðåòå
à) îñòàòúêúò îò äåëåíèåòî íà 15! ñ 17;
á) îñòàòúêúò îò äåëåíèåòî íà 2 · 26! ñ 29.

4.1.2. Äîêàæåòå, ÷å àêî p ≥ 5 å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, òî å èçïúëíåíî
ñðàâíåíèåòî 6(p− 4)! ≡ 1 (mod p).

4.1.3. Äîêàæåòå òâúðäåíèÿòà:
à) öÿëîòî ÷èñëî n > 1 å ïðîñòî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
(n− 2)! ≡ 1 (mod n);
á) àêî n > 4 å ñúñòàâíî, òî äîêàæåòå, ÷å (n− 1)! ≡ 0 (mod n).

4.1.4. Äîêàæåòå, ÷å 18! ≡ −1 (mod 437).
4.1.5. Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Óèëñúí äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî íå÷åòíî

ïðîñòî ÷èñëî p å èçïúëíåíî ñðàâíåíèåòî

12 · 32 · 52 · · · (p− 2)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p).


