Задача 1. Да се докаже, че ако 
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 и 
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 са положителни числа със сума 1, то 
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Решение. Имаме 
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. По-нататък, 
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 и аналогично за другите две дроби. Неравенството придобива вида 
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. Тук отново използваме, че 
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 и записваме неравенството във вида 
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. След разкриване на скобите и приведение получаваме неравенството 
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, което е еквивалентно с 
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Задача 2. Около триъгълника АВС е описана окръжност с център О и диаметърът й АА1 е успореден на страната ВС. Нека Н е пресечната точка на височините на триъгълника АВС. Докажете, че правата ВС разполовява отсечката ОН.

Решение. І начин. Нека Н’ изпълнява векторното равенство
[image: image12.wmf]®
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. Ще докажем, че Н’ съвпада с Н. Векторът 
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 е перпендикулярен на вектора 
[image: image14.wmf]®
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, защото това са двата диагонала на ромба, определен от радиусите ОВ и ОС на окръжността. Следователно ортоцентърът Н лежи на правата АН’. По същия начин Н лежи и на ВН’  и значи съвпада с Н’.

Очевидно 
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, т.е. средата на отсечката А1Н съвпада с тази на ВС. Тъй като ВС е успоредна на АА1, то средната отсечка на триъгълника ОА1Н – а с нея и средата на НО – лежат на ВС.


[image: image17]
ІІ начин. НС || ВА1, защото и двете отсечки са перпендикулярни на АВ (НС е височина, а А1В е катет в правоъгълен триъгълник АА1В). Аналогично ВН || А1С (и двете са перпендикулярни на АС), следователно СА1ВН е успоредник и средата на НА1 лежи на ВС. Тъй като ВС е успоредна на АА1, то средната отсечка на триъгълника ОА1Н – а с нея и средата на НО – лежат на ВС.

Забележка. Средата на отсечката ОН е центърът на окръжността на деветте точки за триъгълника АВС, а ОН е правата на Ойлер за същия триъгълник.

Задача 3. Възможно ли е множество от 10 последователни естествени числа да бъде разделено на две подмножества така, че произведенията на числата в двете подмножества да са равни?

Решение. Нека произведенията от числата в двете множества са съответно 
[image: image18.wmf]a

 и 
[image: image19.wmf]b

. Да допуснем, че е възможно 
[image: image20.wmf]ab
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. Ясно е, че измежду 10-те дадени последователни числа или 0, или 1 ще се дели на 11. Но ако точно едно от числата се дели на 11, то точно едно от числата 
[image: image21.wmf],
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 ще се дели на 11 и равенството 
[image: image22.wmf]ab

=

 няма да е възможно. Значи измежду 10-те числа няма да има кратно на 11, откъдето следва, че те ще дават остатъци 1,2,..,10 по модул 11. Оттук следва, че 
[image: image23.wmf](
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 (последното следва от теоремата на Уилсън или се проверява директно). Но ако 
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, то 
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, тоест 11 ще дели числото 
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, което е невъзможно, защото то е от вида 
[image: image27.wmf]43
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 (или се прави директна проверка, че квадратите на числата не са сравними с –1 по модул 11).

Второ Решение (Добрин Проданов, ОМГ–Пловдив). Да допуснем, че има такива числа. Сред тях не може да има кратни на прости числа, по-големи от 7, понеже не е възможно да се осигурят две такива числа. Имаме най-много две кратни на 7, две кратни на 5 и четири кратни на 3, следователно остават поне две числа, които се степени на двойката. Но две степени на двойката, чиято разлика е по-малка от 10, може да има само сред числата до 16, сред които или присъства 11, или това са числата от 1 до 10, сред които има само едно кратно на 7 – противоречие. 
Задача 4. Десет рицари са седнали около кръгла маса. Един от тях (сър Джон) има една монета, а останалите нямат монети. Нека n е дадено едноцифрено число. На всеки ход се избират n поредни рицари и им се дава по една монета, или пък се избират n поредни рицари, всеки от които има монети, и им се взема по една монета. При кои стойности на n е възможно след краен брой ходове да остане само една монета и тя да е у някой съсед на сър Джон? 
Решение. Нека означим броя на монетите на рицарите с a0, a1, …, a9 (като a0 е за сър Джон). Ако n=1, n=3, n=7 или n=9, можем да преместим монетата n позиции по-надясно с едно даване, последвано от едно вземане. Понеже всяко от числата 1, 3, 7 и 9 има кратни, завършващи на 1, след краен брой ходове да остане само една монета и тя да е у съсед на сър Джон.

Ако n=5, да образуваме разликата a1–a2+a6–a7. При ходовете тя не се променя, така че щом в началото е 0, такава ще е винаги, така че не е възможно да постигнем желаното.
Ако n е четно, да образуваме разликата a1–a2+a3–a4+a5–a6+a7–a8+a9–a0. При ходовете тя не се променя, така че щом в началото е –1, такава ще е винаги, така че не е възможно да постигнем желаната ситуация, при която тя би била 1.

Задача 5. За положителните числа 
[image: image28.wmf],
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 и 
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 е известно, че 
[image: image30.wmf]232323
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а) Кои две от числата могат да бъдат равни?

б) Ако дадените числа са различни, то кое от тях не може да е най-малкото?

Решение. а) Да проверим възможно ли е 
[image: image31.wmf]ac
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. Тогава, след като вместо 
[image: image32.wmf]c

 в дадените неравенства запишем 
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, получаваме 
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, а това е невъзможно. Сега да проверим дали е възможно 
[image: image36.wmf]bc
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. След като заместим 
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 с 
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 в дадените неравенства, получаваме 
[image: image39.wmf]23332323222
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Остана да проверим дали е възможно 
[image: image40.wmf]ab
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. След замяната на 
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 с 
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 в дадените неравенства достигаме до 
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, което е напълно възможно, като е достатъчно само 
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. Следователно единствената възможност някои от числата да са равни е 
[image: image45.wmf]ab
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б) Ще покажем, че не е възможно най-малкото от числата да е 
[image: image46.wmf]b

. Да предположим, че са верни неравенствата 
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 и 
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. Тогава, понеже 
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 следва, че 
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. Но тогава от 
[image: image51.wmf]2323

abccab

+<+

 получаваме, че 
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. Това неравенство обаче е невярно, понеже в лявата му страна числото е положително, а в дясната – отрицателно. Остава да се убедим, че всяко от числата 
[image: image53.wmf]a

 и 
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 може да е най-малкото и при това дадените неравенства да са изпълнени. Директната проверка показва, че неравенствата са изпълнени например при 
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Задача 6. Ъглополовящите  ВК и СР на триъгълника АВС, в който ъгъл АСВ е тъп, пресичат описаната около триъгълника окръжност съответно в точки В1 и С1. Ако СС1=АВ и ВВ1=АС, да се докаже, че третата ъглополовяща АМ е равна на КС1.

Решение. Нека α, β, γ са стандартните 
[image: image57] означения за ъглите на триъгълника АВС. 

Четириъгълниците АС1ВС и АВСВ1 са равнобедрени трапеци. Следователно триъгълникът РВС е равнобедрен и γ=2β. Триъгълниците АВК и АС1В са равнобедрени (т.е. КС1 е симетрала на АВ и СВ1). Триъгълникът АВК е равнобедрен и β=2α, значи γ=4α. Сега триъгълниците АВМ и СС1К са еднакви, понеже АВ=СС1 по условие, ъгъл МВА = 2α = ъгъл КСС1 и ъгъл МАВ = α/2 = ъгъл КС1С (С1К симетрала в равнобедрения триъгълник В1С1С).

Задача 7. Да се реши в цели числа уравнението 
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Решение. Директна проверка за 
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, като достигаме до решенията 
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 следва, че 
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, което е невъзможно.
Второ решение. Нека 
[image: image66.wmf]3
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 (останалите възможности проверяваме директно). От равенството 
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 следва, че числата 
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 образуват Питагорова тройка. От равенството 
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 следва, че НОД
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, тоест тази Питагорова тройка е примитивна и числото 
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 е нечетно. Това означава, че съществуват цели и взаимно прости числа 
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. Дискриминантата на това квадратно уравнение относно 
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 е равна на 
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. Следователно 
[image: image82.wmf]1

q

=±

, откъдето намираме 
[image: image83.wmf]0

p

=

, което е невъзможно. Следователно даденото уравнение няма решение при 
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Задача 8. В една фирма работят 2008 души. Всеки от тях подарил мартеници на двама свои колеги. От фирмата трябва да се изберат n души, сред които никой да не е подарил мартеница на никой от останалите n–1. Да се намери най-голямото n, за което е сигурно, че това може да се направи.
Решение. Ще покажем, че ако в една фирма работят поне 5n–4 души, то винаги има n от тях, сред които никой да не е подарил мартеница на никой от останалите n–1. Ще използваме индукция по n. При n=1 твърдението е в сила. Да предположим, че то е вярно за някое n. Да изберем фирма от 5(n+1) – 4 = 5n+1 души. Поне един от тях (да го наречем Х) е получил не повече от две мартеници. Да уволним Х заедно с хората, които са му пратили мартеници и с тези, на които той е пратил. Така фирмата намалява с не повече от 5 души и за новата фирма е в сила индукционното предположение. Избираме тези n, сред които никой да не е пращал мартеница на никой от останалите n–1, и добавяме Х. Индукционната стъпка е завършена.

Понеже 2008 > 5.402 – 4, то със сигурност можем да изберем 402 души с желаното свойство. Ще покажем, че не винаги можем да изберем повече. Да разделим фирмата на 401 групи по 5 души и една група от 3 души. Всяка група да разположим в кръг, като накараме всеки да прати мартеници на своя десен съсед в групата и на неговия десен съсед. По този начин ако изберем двама от една група, някой от тях е пращал мартеница на другия. Значи можем да изберем не повече от един човек от група, или общо 402 души.
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